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1 Vorschule

Losung 107-11

Drei Kinder nehmen je einen Apfel aus dem Korb, das vierte nimmt den Korb mit dem
letzten Apfel.

Losung 107-12

Es sind

e 2 Quadrate
e 4 Rechtecke

e 06 Vierecke

Losung 107-13

Erik legte Stapel C, Finn Stapel A und Leon Stapel B.

Losung 107-14

Justus hat 4 Tomaten gepflanzt. Torben hat 6 Tomaten gepflanzt. Anton hat 3 Tomaten
gepflanzt. Leon hat 5 Tomaten gepflanzt. Zusammen haben sie 18 Tomaten gepflanzt.

2 Klassen 1 und 2

Losung 107-21

Zuerst muss man sich iiberlegen, welcher der drei Herren liigt. Dazu probiert man bei
jedem Herren aus, ob er liigen kann, ohne dass einer der anderen beiden ebenfalls ligen
miisste.

Fallunterscheidung:
o Wenn Herr Fischer liigen wiirde, miisste Herr Lehmann die Wahrheit sagen. Herr

Meier kann dann unmoglich die Wahrheit sagen.

o Wenn Herr Meier liigen wiirde, konnen sowohl Herr Lehmann als auch Herr Fischer
die Wahrheit sagen.

o Wenn Herr Lehmann liigen wiirde, miisste Herr Meier die Wahrheit sagen und Herr
Fischer kann dann unmoglich die Wahrheit sagen.
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Nur wenn Herr Meier liigt, konnen die beiden anderen Gértner die Wahrheit sagen. Daraus
ergibt sich die folgende

Aufteilung:

Herr Fischer hat den Kiirbis geerntet, Herr Lehmann hat die Tomate geerntet und Herr
Meier hat die Gurke geerntet.

Losung 107-22
Richard Flugrat, Klasse 1
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Losung 107-23

’ Was? \ Wie teuer? \ Wie viele Personen \ Gesamtpreis ‘
Eintritt 6,00 € | 4 Personen 24,00 €
Cola 1,00 € | 4 Personen 4,00 €
Popcorn siif3 0,80 € | 3 Personen 2,40 €
Popcorn salzig 1,00 € | 1 Person 1,00 €

31,40 €

Lennart muss 31,40 € bezahlen. Da er 40 € dabei hat, hat er noch 8,60 € iibrig.

Losung 107-24

a) 24:2=12. Es sind 12 Enten.

b) 24 + 12 + 26 = 62. Es sind 62 Tiere.

c) 6+4 =10. Es sind 10 Zieglein und Lammer.

d) 4-50+2-12 =200+ 24 = 224. Es sind 224 Fiifle.

Losung 107-25

An die Stelle von [0 gehort immer ein Rechenzeichen (4, —, -, :). Finde heraus welches.
3+54+42 = 10
23—15-7 =1
947—-2 = 14

599 —-32+3 = 30

Jetzt gehort an die Stelle von [0 immer ein Vergleichszeichen (<, =, >). Finde heraus wel-
ches. Wenn du Klammern siehst (zum Beispiel (2+4)), musst du diese zuerst ausrechnen.

Losung 107-26

(73-25):6 >
62— (18:9) =
2+4)-4 =
(8-5)—22 >

6

60
24
16

Zwillinge und Drillinge sind zusammen 7 Kinder. Also haben 25 — 7 = 18 Kinder an 18
verschiedenen Tagen Geburtstag. Die Zwillinge und Drillinge feiern an 3 verschiedenen
Tagen Geburtstag. In der Klasse wird 18 4+ 3 = 21 Mal Geburtstag gefeiert.
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Losung 107-27
Clara fehlen noch 100 — 30 = 70 Franken.
a) Clara muss noch 35 Wochen sparen.

b) Nachdem Clara 20 Franken geschenkt bekommen und fiir 4 Franken Filzstifte gekauft
hat, hat sie 30 + 20 — 4 = 46 Franken. Es fehlen ihr 100 — 46 = 54 Franken. Sie muss dann
noch 27 Wochen sparen.

Losung 107-28

Anna sagt dies am Dienstag.

3 Klassen 3 und 4
Losung 107-31
a) 1 Mal geklappt: 2 Schichten, 2 Mal geklappt: 4 Schichten. Man muss immer verdoppeln

Nach 6 Mal klappen sind es 64 Schichten.

b) 1 Mal geklappt: 3 Schichten, 2 Mal geklappt : 9 Schichten. 3 Mal geklappt: 27 Schich-
ten, 4 Mal geklpattt: 81 Schichten (immer mal 3).

Losung 107-32

Nein, denn es bleibt immer eine ungerade Zahl von Spielsachen und 300 ist eine gerade

Zahl.

Losung 107-33

Nein, denn das Piratenschachblatt besteht aus 25 Feldern. Das ist eine ungerade Zahl.

Losung 107-34
Ein Tag hat 60-24 = 1440 Minuten. Das Herz schliagt also ungefahr 100800 Mal am Tag.

Losung 107-35

Im ungiinstigsten Fall zieht man zuerst 20 blaue und dann 14 giine Kugeln. Nach 35 mal
ziehen muss dann eine rote Kugel dabei sein.

Man muss also mindestens 35 Kugeln ziehen, um mit Sicherheit von jeder Farbe eine
Kugel gezogen zu haben.
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Losung 107-36
Es sind 4 Kinder in der Familie.

Rosi hat keine Schwester, aber 3 Briider (mit Lars). Daher hat Lars 1 Schwester (ndmlich
Rosi) und 2 Briider. Das sind doppelt so viele Briider wie Schwestern.

Losung 107-37

Losung von Zolbayar aus Mongolia, 8 Jahre, Klasse 3:

@me,wgﬂ; of FI=AF 12817597
' g Al A s e L33 §1-24:€

]fz;z,s,]tf 66,18, 941,11,

f[+‘7+36 ocez;-—ffzﬂ_;

! q0 '*'-'“;;g;[e"n die  mittlone 3 2okt |
PER: T @“W mmnwm gm@

o= il By

b5 D A% B Cik
i g | EFETT
v 1,L,514 58148, 910,41, /1.
‘f*gm 73 a,ez,: 5;5,6'

(B

—_— e - —— — o e

>=91 271 3://4

T L4814 =7F] A11-14:
T 3

12,846 Hsg/mf
! [Deshatd yick ‘TJ

————

Die elegante Losungsidee bestand in Folgendem:

Die Summe der Zahlen 1 bis 12 ist gleich 78. Um die Fiinfecksumme 28 zu erreichen, muss
die Gesamtsumme in allen 3 Fiinfecken 3 - 28 = 84 betragen. Dann hat man aber die
Zahlen im mittleren Dreieck zu oft addiert. Die Differenz 84 — 78 = 6 muss daher garade
gleich der Summe der Zahlen im Mitteldreiceck sein. Nun hat Zolbayar die (einzigen) 3
Zahlen zwischen 1 und 12 gewéhlt, die die Summe 6 haben. Diese kommen in die Mitte.
Die iibrigen Zahlen zu verteilen, ist dann nicht mehr so schwer. (Analog fir die Summen
31 und 37).

Die gleiche Losungsidee wurde 2017 durch Nikola Kostadinov, Klasse 2 angewendet
und er erhielt fiir seine Losung einen Pfiffikuspunkt.
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Losung 107-38

1)1

2) Differenz

3) 6

4) dividiert man
5) 100000 cm
6) keins der 3
7) 958

8) z+1

9) 8

10) keine, wenn es natiirliche Zahlen sind. unendlich viele, wenn auch Zahlen kleiner 0
erlaubt sind.

4 Klassen 5 und 6

Losung 107-41
Daniel Lainer, Klasse 1

Zuerst betrachten wir die kleinen Dreicke mit Spitze nach oben, die aus 3 Streihdlzern
bestehen. Jede Figur ist das Dreifache ihrer Vorgangerin. Die erste Figur besteht aus
einem kleinen Dreick: 1 = 3%, Die zweite Figur besteht aus 3 kleinen Dreiecken: 3 = 3!.
Die vierte Figur besteht aus 9 kleinen Dreiecken: 9 = 32.

a) Wenn n die Nummer der Figur ist, besteht die n-te Figur aus 3"~! kleinen Dreiecken
und jedes aus 3 Streichholzern. Das sind 3™ Streichhoélzer.

b) Die 30-te Figur besteht aus 3 hoch 30 Streichhélzern.

Losung 107-42

In folgender Tabelle sind alle Moglichkeiten aufgefithrt, aus drei natiirlichen Zahlen das
Produkt 36 zu bilden (ohne Berticksichtigung der Reihenfolge der Faktoren), auflerdem
daneben die Summe der jeweiligen drei Zahlen:

36 | 14+ 1+4 36 =238
18 | 14+ 2418=21
1211 +3+12=16
-9 I1+4+9=14

W NN =
W W N D WND -

6 1+6+6=13
9 24+2+9=13
6 24+3+6=11
4 3+3+4=10




MATHE FUR JUNG UND ALT - SERIE107 - MARZ/APRIL 2017 7

Wie man sieht, haben genau zwei Summen den gleichen Wert, ndmlich 13. Diese Zahl muss
die Hausnummer des Institutsgebaudes sein; denn ohne den Hinweis auf diese Nummer
hatte Hilbi sonst ja schon ausreichend informiert gewesen sein miissen.

Wiéren nun 1, 6 und 6 die Lebensalter der Kinder, gibe es kein altestes Kind. Also bleiben
als Lebensalter der Kinder nur die Zahlen 2, 2 (Zwillinge!) und 9. (Der Hinweis auf das
gleiche Aussehen war nur eine bewusst irritierende Angabe.)

Losung 107-43
Er ist 60 Jahre alt. Man 16st eine Gleichung mit dem Lebensalter als Unbekannter.

Losung 107-44

Angenommen, es sind 0 < x < 16 7-Watt-Lampen und 0 < y < 16 11-Watt-Lampen.
Dann gilt nach Voraussetzung (ohne Mafleinheiten)

r+y = 16
Tr+1ly = 136

Aus der ersten Gleichung ergibt sich x = 16 — y. Damit folgt aus der zweiten Gleichung

7-(16—y)+1ly = 136

112 - Ty+ 11y = 136
4y = 24
y = 6

Also: z =16 — 6 = 10.
In dem Grofiraumbiiro hédngen 10 7-Watt-Lampen und 6 11-Watt-Lampen.

Losung 107-45

Es gilt
3+2+1+142 = 5-1,8
T+x =
r = 2

Die fiinfte Note ist eine 2.

Losung 107-46
a) Der Bruch ist definiert fiir alle Zahlen z # 1. Es ist

6
CENGr-1€{123,6} & e {2347

xr —

b) Der Bruch ist definiert fiir alle Zahlen x # 1. Wir kénnen den Bruch umformen zu

x r—1+1 (z—1)4+41 z-1 1 1
x—1 x—1 x—1 r—1 x—-1 x—1
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Fiir jedes x € N, x > 2 ist der zweite Summand auf der rechten Seite kleiner als 1, die
Summe also keine natiirliche Zahl, denn es gilt

r > 2&
r—1 > 1&
1
< 1
r—1

Es gibt daher nur eine einzige natiirliche Zahl z, fiir die der gegebene Bruch ebenfalls eine

natiurliche Zahl ist. Dies ist 2 = 2: 5

2-1
c) Der Bruch ist definiert fiir alle Zahlen x # 4. Mit dem gleichen Trick wie bei b) formen
wir den Term um zu

2

T r—4+4 4
T = = =1
(x) z—4 z—4 +x—4

Hier konnen 3 Falle unterschieden werden:

Fall 1:1 <z < 4. Esist 15 <0, also T(z) ¢ N,
Fall 2: 4 < x <8. Fir x € {5,6,8} ist T'(z) € N,
Fall 3: 8 < . Es ist %5 < 1 und damit T'(z) ¢ N.

Damit gilt: nur fir x € {5,6, 8} ist der gegebene Term eine natiirliche Zahl.

Losung 107-47

Die Lange der Strecke b erhalt man aus dem Flacheninhalt des Grundstiicks und den
Angaben tiber a und b wie folgt:

1
1275m2:3-a~b—b-c:3-a~b—é-a-b

oder
6-1275m?> =17 -a-b

und mit a = 30m:
6-1275 75
b= m=—m = 15m
17 - 30 5

Es werden insgesamt
2-a+6-b+2-c=2-30m+6-15m+2-5m = 160m

Maschendraht benotigt.
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Losung 107-48
Leonie Rofller, 8 Jahre, Klasse 2:

Wir wissen

1. a+ B+ =180°

2. Der kleinste Winkel liegt der kleinsten Seite gegeniiber.
3. a =58

4. a > c= 7 < 58°

5. B+~ = 180° — 58° = 122°

6. 0 > 64°.

b ist die groBite Seite. Dann kommt die Seite a und die kleinste Seite ist c.

5 Klassen 7 und 8

Losung 107-51

Sei n gerade. Dann gibt es eine natiirliche Zahl k, so dass n = 2k ist. Den Term kann
man fiir gerades n schreiben als

(2k)%(3 + (2k)?) = 4K*(3 + (2k)?)

4 ist ein Faktor. Damit ist der Term fiir gerades n durch 4 teilbar.

Sei n ungerade. Dann gibt es eine natiirliche Zahl k, so das n = 2k + 1 ist. Den Term
kann man fiir ungerades n schreiben als

(2k+1)°(3+ 2k +1)%) = 2k + 1)°(3+ 4k> + 4k + 1) = 42k + 1)*(K* + k + 1)

4 ist ein Faktor. Damit ist der Term fiir ungerades n ebenfalls durch 4 teilbar.

Losung 107-52

Es seien M der Mittelpunkt des Inkreises des Dreiecks AABC

und L der FuBpunkt des Lotes von M auf AB. Dann ist

ZDME der Zentriwinkel und ZDC'E der Peripheriewinkel c
des Kreises um M durch C' tber der Sehne DFE. Folglich

ist | ZDME |= 2 | ZDCE | (Kreiswinkelsatz). Da AABC

rechtwinklig ist, gilt mit den tiblichen Winkelbezeichnungen

im Dreieck

a+ 8 =90° (1) A E- L D

Ferner ist
vy=0+¢e—| LZODE |=90° (2)
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wobei § = LZADC = /DCA und € = ZCEB = ZBCE ist (letztere Gleichungen gelten
nach Konstruktion, da AADC und ABCE gleichschenklig sind. Innenwinkelsatz fiir die
Dreiecke AADC und ABCFE ergibt

a+25 = 180° (3)
B+2 = 180° (4)
Addition der Gleichungen (3) und (4) ergibt zusammen mit (1) und (2)
2| ZDCE |=| ZDME |= 90°

Das Dreieck ADME ist folglich gleichschenklig, rechtwinklig, also 2 | ML |=| DE |. Da
M L der Radius des Inkreises des Dreiecks AABC' ist, ist damit die Behauptung bewiesen.

Losung 107-53

Es seien v, v, die Geschwindigkeiten des Fahrers A bzw. B. Fahren beide in entgegenge-
setzte Richtungen und hat Fahrer B bis zum Treffpunkt die Strecke x zuriickgelegt, so ist
A 300 — x gefahren. Es gilt also

300 — x T
- y Up = ——
15 15

Vg
Fahren beide Fahrer in die gleich Richtung und habe B bis zum ersten Treffen mit A die
Strecke y zuriickgelegt, dann ist A in dieser Zeit die Strecke 300 + y gefahren. Es gilt also

300 +y Y
’Ua = =
150 150

Aus diesen beiden Gleichungen erhélt man durch dquivalente Umformungen

r = 135m,y = 1350m
Damit betragt die Geschwindigkeit des Fahrers B 9 m/s, die Geschwindigkeit des Fahrers
A 11 m/s. Probe am Text bestatigt die Korrektheit dieser Losung.

Losung 107-54

»a"’
»a"
ey

Ty

i V. —

Es gibt 2 voneinander verschiedene Losungen. Man findet sie, indem man verschiedene Va-
rianten ausprobiert, muss dann aber noch beweisen, dass der Flacheninhalt des Sechsecks
tatsdchlich 6 Quatratzellen betrigt oder der nicht schraffierte Restinhalt gleich 10 Qua-
dratzellen ist. Dies rechnet man nach, indem man die Restfigur in rechtwinklige Dreiecke
zerlegt, deren Katheten entlang der Gitterlinien verlaufen.
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Losung 107-55
Es ist

96525 = 32.5%.11-13
7425 = 32.5%.11
75 = 3.5°

Fiir die zweite Zahl x muss daher gelten o = 352 - m mit einer natiirlichen Zahl m, die 3,
5 und 11 nicht als Primfaktor enthélt. Anderenfalls wére 75 nicht der grofite gemeinsame
Teiler. Aus den beiden ersten Gleichungen ist andererseits klar, dass m = 13 gelten muss,
denn 13 kommt in der Primfaktorzerlegung der bereits bekannten Zahl 7425 der beiden
Zahlen nicht vor, aber genau einmal als Faktor in der Primfaktorenzerlegung des kgV .
Da die Primfaktorenzerlegung einer natiirlichen Zahl ebenso wie das kgV und der ggT
zweier natiirlicher Zahlen eindeutig bestimmt sind, ist die zweite gesuchte Zahl x ebenfalls
eindeutig bestimmt und es gilt x = 3 - 5% - 13 = 975.

Losung 107-56
Es ist nicht moglich

Beweis: Angenommen, es sei moglich, dann muss jede der 2007 Geraden zu genau 6
Geraden parallel sein. Die Menge der 2007 Geraden miisste sich dann in Teilmengen von
je genau 7 paarweise parallelen Geraden einteilen lassen. Da 2007 aber nicht durch 7
teilbar ist, geht das nicht.

6 Klassen 9 bis 13

Losung 107-61

1
Sy:13—|—23—|—...+y321y2(y+1)2

ist eine Quadratzahl. Restklassen modulo 5 von Quadratzahlen:

n |01 2 3 4
n*Rest [0 1 4 4 1
Restklassen von S, = 1! 4+ 2! + ... + 2! modulo 5:
x |1 23 45
S;Rest |1 3 4 3 3

Fir z > 5 ist jeder Summand von S, durch 5 teilbar. D.h. alle weiteren S, gehoren der
gleichen Restklasse 3 an. S ist also nur fiir z = 1 und x = 3 Quadratzahl. Es gibt genau
2 Losungspaare: (1,1) und (3,2).
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Losung 107-62
U.Warnecke, Miinster

1. Verléngert man die Seite AD tiber D hinaus und die
Seite BC' iiber B hinaus, so schneiden sich diese Verlin-
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gerungen wegen a > b im Punkt S. Sei weiter hg der S
Abstand des Punktes S von der Seite AB; er lasst sich " a = |AB]
nach dem 2. Strahlensatz berechnen: b=[CD)|
b hg—h L h=|TV]
a hg a—b z=|EF]|
Damit findet man zunéchst v hs = |SV
A B
r hg—d T
- = & d=(1—-)-hg.
a hg ( a> o
Einsetzung fir H liefert
a—r a a—x
d= . -h = - h.
a a—>b a—>b
Auflésung nach z ergibt
a—>b p
r=a-— - d.
h
2. Nun kann d fiir die vorgegebenen Félle allgemein und nummerisch berechnet werden.
b
a) Fir z = ot ist
a+b
— =2 — 1
daz-h:ab-——h,
a—>b 2(a—b) 2
nummerisch d = 2,5 cm.
—Vab
b) Fir z = Vb ist d = a\/ba_ - h, nummerisch d = 3 cm.
a p—
) Fi 1 -
c) Fir o = ——~ is
3G +3)
2
a— 1T a— 2ab 2 — 2ab
d= _—_ats p_ Hb.hzw.hzi.h’
a—>b a—>b (a—0b)(a+Db) a+b
nummerisch d = 31% cm.
a— /= 9—1v194

2 | B2
d)Fﬁrx:\/a _2|—b ist d =

Losung 107-63
U.Warnecke, Miinster

a—>b

- h, nummerisch d = —=——

Die Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel liefert sofort

v 1L

i=1 %
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Losung 107-64
U.Warnecke, Miinster

Fir p = 3 sind p, p + 10, p + 14 Primzahlen, ndmlich 3, 13 und 17. (Es ist nicht verlangt
zu untersuchen, ob p = 3 die einzige Méglichkeit ist.)

Losung 107-65
U.Warnecke, Miinster

Zwei ,Winkel“ kann man zu einem 3 X 2-Rechteck zusammensetzen. Fiir

k € {0;2;4;6;8;10;12} ist daher eine vollstindige Uberdeckung des 6 x 6-
Quadrates moglich, da 36 — 3k jeweils eine durch 3 teilbare Felderzahl ergibt, L

verbleibende Flache daher mit entsprechend vielen kleinen 3 x 1-Rechtecken
iberdeckt werden kann.

Aber auch fir k£ € {5;7;9;11} ist zusammen mit entsprechend vielen 3 x 1-
Rechtecken eine vollstindige Uberdeckung méglich, wie der nebenstehenden

Figur zu entnehmen ist. Fraglich sind nur noch die Falle £ = 1 und £ = 3.
Den Fall £ = 1 kann man sofort ausschliefen; denn egal wie man mit den dann erforder-

lichen 11 kleinen 3 x 1-Rechtecken das Quadrat tiberdeckt, stets bleiben 3 kleine Zellen
iibrig, die entweder in derselben Zeile oder derselben Spalte so hintereinander liegen, dass
auch sie nur mit einem 3 x 1-Rechteck tiberdeckt werden kénnen.

Auch den Fall £ = 3 kann man ausschlieflen. Fiigt man zwei ,Winkel*“ so, wie in der Figur
zu sehen, zu einem 3 x 2-Rechteck zusammen, so liegt bis auf die Tatsache, dass man jetzt
nur neun 3 X 1-Rechtecke zur Verfiigung hat, der Fall £ = 1 vor.

Baut man zwei der drei ,Winkel“ nicht zu einem 3 x 2-Rechteck zusammen sondern baut
sie in anderer Weise in das 6 x 6-Quadrat ein, so entstehen in jeder Zeile und Spalte ein
2 x 1-Rechteck und ein davon getrennt liegendes 1 x 1-Rechteck, so dass infolgedessen
weder durch ein 3 x 1-Rechteck noch durch den verbliebenen ,Winkel“ eine vollstandige
Uberdeckung des Quadrates erreicht werden kann.

Losung 107-66
U.Warnecke, Miinster

a) fist auf dem Intervall [0; 1] eine monoton steigende Funktion; dennsei 0 < z7 < 25 < 1,
dann ist x5 — 27 > 0 und damit jetzt wegen f(xs — 1) > 0

f(x2) = f(o1 + 20 — 1) > f(21) + f22 — 1) = f(20).

Wegen der Monotonie hat man jetzt fiir 0 < z; <1 und 25 =0

f(z1) = f(z1+0) = f(z1) + f(0) = [f(0)=0.
Weiter folgt aus f(1) =1 und % <x<1,dass f(z) <1< 2.

Nunsei 0 < z < %; dann ist es immer moglich, eine natiirliche Zahl n so zu wéhlen, dass
% < nx <1, und dann kann man durch vollstandige Induktion beweisen, dass

0<z Anzx<1l = f(nz)>nf(x).
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Fir % < nx < 1 ist damit auch gezeigt, dass f(nz) < 2-nz. Deshalb hat man jetzt
nf(x) < f(nz) <2-nzx,

woraus nun f(z) < 2z auch fir 0 < x < % folgt.

b) Die Antwort ist: Nein!
Zum Beweis diene als Gegenbeispiel die durch

_fofir0<a <5
f@_{ Lfir i <z <1

gegebene Funktion f. Sie erfiillt die gestellten Bedingungen; denn wenn 0 < x5 < 7 <1
und 7 + 29 < 1, so folgt hieraus 2o < 21 + 25 < 1, also x5 < % und damit f(x9) = 0.

Zugleich gilt
1 1
—1=1 =19 —.
f (2) > 0,95 .9 5

Damit ist die Aussage: ., f(z) < 1,9z fir alle z € [0; 1] “ widerlegt.



	Vorschule
	Klassen 1 und 2
	Klassen 3 und 4
	Klassen 5 und 6
	Klassen 7 und 8
	Klassen 9 bis 13

